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Calculation of Paternity Probabilities

Summary. The mathematical basis of procedures suitable for statistical evaluation of
serological results is described. Some of the procedures are presently in use. The determination
of probability of paternity is carried out using the classical definition of probability of Laplace
and the theorem of Bayes. Furthermore random samples and the binomial distribution are
considered. All methods are suitable if frequency of the corresponding biological attributes
in the entire population is sufficiently low.

Zusammenfassung. Es werden die mathematischen Grundlagen von Verfahren beschrie-
ben, die zur statistischen Auswertung von serologischen Befunden geeignet sind und die in
der Praxis bereits angewandt werden. Fir die Berechnung der Vaterschaftswahrscheinlich-
keit werden einerseits die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace und das
Bayessche Theorem, andererseits Zufallsstichproben und binomische Verteilung herangezo-
gen, Alle Verfahren sind dann gut geeignet, wenn der Kindesvater iiber Eigenschaften ver-
fiigen muB, die in der Gesamtbevolkerung nur selten vorkommen.

Key-Words: Bayessches Theorem — Essen-Moller-Verfahren — Vaterschaftswahrschein-
lichkeit, Berechnung.

Im Zusammenhang mit dem neuen Unehelichenrecht werden erbbiologische
Gutachten auf Grund serologischer Befunde von den Gerichten hiufiger als
bisher zur Vaterschaftsfeststellung angefordert werden. Damit riicken auch die
zugehorigen biostatistischen Verfahren erneut in den Blickpunkt des Interesses
([7—10, 12]).

Mit Hilfe von serologischen Untersuchungen 148t sich nur die Unmoglichkeit
der Vaterschaft mit ,,an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit beweisen.
Von seiten der Gerichtsmedizin werden daher serologische Gutachten fiir einen
positiven Vaterschaftsnachweis (=Nachweis, daf} ein beklagter Mann wirklich
der Vater ist) nicht anerkannt, sondern nur als zusétzliches Hilfsmittel verwen-
det (vgl. [1]). Der Bereich der serologischen Untersuchungsmoglichkeiten wurde
jedoch laufend erweitert und dadurch der Kreis der in Frage kommenden Min-
ner oft so weit eingeengt, daf der Gutachter in der Lage ist, dem Richter einen
positiven Hinweis fiir die Vaterschaft eines beklagten Mannes zu geben. Dies
geschieht durch Berechnung einer sog. ,,positiven Vaterschaftswahrscheinlich-
keit‘, die auf unterschiedliche Weise definiert werden kann. Wir wollen uns hier
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mit den mathematischen Grundlagen der in der Praxis angewandten Verfahren
beschiftigen. Einerseits handelt es sich dabei um das Bayessche Theorem bzw.
den klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff von Laplace und andererseits um
die GesetzmiBigkeiten von Zufallsstichproben. Die Bayessche Formel wurde schon
vor mehr als 30 Jahren von Essen-Méller fir die Berechnung von Vaterschafts-
wahrscheinlichkeiten vorgeschlagen (vgl. [2, 3, 6]) und hat sich seitdem in der
Praxis bewidhbrt. Mit einer ,,binomischen Methode‘* hat sich als erster Zimmer-
mann gemeinsam mit Stutz beschiftigt ([13, 14]); spéiter verfolgten andere
Autoren #hnliche Gedanken ([4]).

Um die mathematischen Modelle miteinander vergleichen zu kénnen, wahlen
wir als Ausgangspunkt in allen Féllen die ,,unerldBliche véterliche Eigenschaft
(uvE), die durch Vergleich von Mutter und Kind festgestellt wird und deren
relative Héufigkeit p sich aus den bekannten Genotypen-Frequenzen fiir die
einzelnen Merkmale leicht berechnen 148t.

Wir wollen uns zunéchst den Ein-Mann-Féllen zuwenden. Nach Angabe von
Essen-Moller befinden sich erfahrungsgemiB8 unter den benannten Méinnern
genauso viele Viter wie Nichtvéter, also unter 2m benannten Mannern m Viter
und m Nichtviter. Die Viter sind alle Trager der uvE, von den Nichtvéatern
dagegen nur mp. Der Begriff , Vaterschaftswahrscheinlichkeit’* (W) wird nun
folgendermaflen definiert:

W =Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein benannter Tréger 1
der uvE wirklich Vater ist. ()

Mit unseren Bezeichnungen ergibt sich

m 1
W= wfFms ~ s @

Fur die , Jrrtumswahrscheinlichkeit* (I) gilt

I =Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein benannter Triger 3)
der uvE Nichtvater ist.

Die Formel lautet entsprechend

J__mp __ P

=2 —1-—w.
m-mep 1+p w 4)

Wir haben hier die Formeln in der klassischen Laplaceschen Form als
giinstige Fille

mogliche Fille

angegeben. Zum besseren Verstindnis sei Formel (2) noch einmal anhand des
Bayesschen Ansatzes hergeleitet. Dazu wahlen wir die folgenden Bezeichnungen:

E =TFreignis, daf ein Mann Merkmaltriger ist
(d.h. Triger der uvE),

A, =FEreignis, daBl ein Mann Vater ist,

A, =TFreignis, daBl ein Mann Nichtvater ist.
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Nach Bayes ist
W= P(4,|B) = P(dy) - P(B|4)

P(4,)- P(E|A)+ P(4,)- P(E|4,) ’

In unserem Falle sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten

P(4,)=P(4y) =4,
P(E|4,) =1 (=Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Vater Merkmaltriger ist),
P(E|A;) =p (=Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Nichtvater Merkmaltriger

ist) und somit
R 12 S
EREE YA

Das andere Verfahren, von Stutz und Zimmermann als ,,binomische Methode**
bezeichnet, geht nicht wie das eben beschriebene von einer groBlen Anzahl von
gleichartigen Vaterschaftsprozessen aus, sondern vergleicht eine vorliegende
Situation mit den Verhédltnissen in der zugrundeliegenden Gesamtheit, d.h. die
in einen bestimmten Vaterschaftsprozel verwickelten Manner werden als Stich-
probe aller Manner des Gebietes (etwa der Bundesrepublik) betrachtet.

Die zugrundeliegende Modellvorstellung ist die folgende: In einer Urne
befinden sich zwei Sorten von Kugeln, zum Beispiel weille und schwarze, deren
zahlenmifBige Anteile bekannt sein sollen, sich also etwa wie p:¢ verhalten sol-
len. Wenn wir rein zufillig eine Stichprobe vom Umfang » entnehmen, so wer-
den darin entweder schwarze und weifle oder nur schwarze oder nur weille Kugeln
enthalten sein. Sind in einer Urne nur ganz wenig weille Kugeln vorhanden, so
ist es sehr unwahrscheinlich, daB wir bei einem einmaligen Versuch nur weille
Kugeln herausgreifen.

Den gleichen Gedankengang fithren wir nun fiir unser Vaterschaftsproblem
durch. Anstelle der Urne mit Kugeln haben wir eine Gesamtheit von Ménnern,
die entweder Triger der uvE sind oder nicht. Wir wissen, dall Minner mit der
uvlE mit der Wahrscheinlichkeit p vorkommen und demnach entsprechend die
Nicht-Merkmaltrager mit der Wahrscheinlichkeit ¢ =1 —p. Uns interessiert jetzt,
wie grof die Wahrscheinlichkeit ist, in einer Stichprobe vom Umfang = eine
bestimmte Anzahl von Merkmaltrigern zu finden. Die Antwort gibt uns der
binomische Satz. Er lautet:

In einer Zufallsstichprobe vom Umfang » sind mit einer Wahrscheinlichkeit
von

w(x) = (Z) Y S (5)
2 Merkmaltriger anzutreffen.

Betrachten wir zunichst den Fall » ==1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
ein 2ufilliy aus der Gesamtheit herausgegriffener Mann Triger der uvE ist,
betrigt p. Nehmen wir einmal an, es sei p==0,001. Dann ist nur einer von
1000 Méannern Merkmaltriger. Es ist also sehr unwahrscheinlich, daB irgendein
nach Zufallsprinzipien ausgewihlter Mann Triger der uvE ist. Wenn in einem
Vaterschaftsproze8 nur ein Mann benannt ist und auBerdem Triger einer so
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seltenen uvE ist, dann ist es sehr unwahrscheinlich, dafl er zu Unrecht in An-
spruch genommen wird. Auf solchen Uberlegungen beruhen die Definitionen fiir
Irrtumswahrscheinlichkeit und Vaterschaftswahrscheinlichkeit bei der binomi-
schen Methode.

Wenn in allen eben geschilderten Féllen die Vaterschaft als erwiesen angese-
hen wiirde, so wiirde in 0,1% eine falsche Entscheidung getroffen, d.h. wir kén-
nen die Irrtumswahrscheinlichkeit angeben als

I=p (6)
und die Vaterschaftswahrscheinlichkeit definieren als
W=l—p=gq (7)

(vgl. auch [27]).
Ganz allgemein definieren wir

Vaterschaftswahrscheinlichkeit
=Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl in einer Zufallsstichprobe vom (8)
Umfang n kein Tréiger der uvE zu erwarten ist,

Irrtumswahrscheinlichkeit
= Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einer Zufallsstichprobe vom (9)
Umfang » mindestens ein Merkmaltriger ist.

Die entsprechenden Formeln lauten:

W=¢"=(1—p)" (10)
und

Wir miissen uns immer wieder vor Augen halten, daf die mathematischen
Cesetzmaligkeiten nur fiir Zufallsauswahl gelten. Nur dann kann man Angaben
iber die Genauigkeit der Ergebnisse machen. Die in einen Vaterschaftsprozefl
verwickelten Minner bilden keine Zufallsstichprobe, lediglich die Nichtvéiter
kénnen als ,,zuféllig benannt angesehen werden. Wir vergleichen die am Pro-
zel} beteiligten Ménner mit einer (gedachten) Zufallsstichprobe gleichen Umfangs
und stellen dadurch fest, ob alle benannten Ménner als zufdllig ausgewdhlt (d.h.
als Nichtviter) gelten kénnen oder ob der wahre Vater gefunden worden ist.

Soll mit mathematischen Methoden eine medizinische Fragestellung geklirt
werden, so mul} als erstes ein Versuchsplan aufgestellt werden. Dag gilt nicht
nur fiir Experimente, sondern auch fiir Beobachtungen. Wenn also aus einer
Gesamtheit eine Zufallsstichprobe vom Umfang » entnommen werden soll, mufl
vorher ein Plan aufgestellt werden, nach dem jedes Element der Grundgesamt-
heit die gleiche Chance hat, in die Stichprobe zu gelangen. Dieser Fall liegt hier
nicht vor. Die Auswahl ist nicht nach einem Plan vorgenommen worden, trotz-
dem hat der Zufall dabei eine Rolle gespielt.

Das Wort ,,Zufall® hat in der Mathematik die gleiche Bedeutung wie im tég-
lichen Leben. Es hingt vom Zufall ab, ob einer Frau ein Mann mit der Blut-
gruppe A oder B oder 0 oder AB begegnet. Diese Frage stellen wir uns aber
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Tabelle. Vaterschaftswahrscheinlichkeiten

n=1 n=1,2 n=2 n=3 n—=4

" L e e Ly !
P ? 159 P P ag TP 14wy
0 1 1 1 1 1 1 1
0,001 0,999 0,9990 0,9980 0,9970 01,9980 0,9960 0,9970
0,01 0,99 0,9901 0,9801 0,9703 0,9804 0,9606 0,9709
0,017 0,983 0,9833 0,9663 0,9499 0,9671 0,9337 0,9515
0,1 0,9 0,9091 0,81 0,729 0,8333 0,6561 0,7695
0,3 0,7 0,7692 0,49 0,343 0,6250 0,2401 0,5263
0,5 0,5 0,6667 0,25 0,125 0,5 0,0625 0,4
0,8 0,2 0,5556 0,04 0,008 0,3846 0,0016 0,2941
1 0 0,5 0 0 0,3333 0 0,25

nicht. Wir suchen den Vater eines Kindes, also einen ganz bestimmten Mann,
den wir nicht durch Zufall finden kénnen, sondern systematisch ermitteln miis-
sen. Das bedeutet: Nur die Nichtviter konnen als Zufallsstichprobe aus der
Grundgesamtheit betrachtet werden.

Stutz und Zimmermann [10] ziehen auch nichtbenannte Ménner in die Unter-
suchung ein, d.h. sie wihlen n grofler als die Anzahl der benannten Ménner
und setzen voraus, daB das Verhéltnis Véter:Nichtviter gleich 1:(rn—1) ist.
Die Formel (2), die ja fiir gleiche Anzahlen von Vitern und Nichtvitern auf-
gestellt worden war, kann entsprechend auch fiir das Verhdltnis 1:(»—1) ab-
geleitet werden und lautet dann

1
W =i =ns (12)
Aus (4) folgt analog
__—Dp
i A (13)

In der Tabelle sind die Vaterschaftswahrscheinlichkeiten —nach den Formeln (2),
(7), (10) und (12) berechnet — einander gegentibergestellt worden.

Da die uvE in jedem Falle in der zugrundeliegenden Gesamtheit vorhanden
sein muB, es aber unmoglich ist, daBl sie bei jedem auftritt, konnen die Grenz-
falle p =0 und p==1 nicht vorkommen. Sie sind in der Tabelle nur zum Ver-
gleich angegeben.

Fiir p=0 erhalten wir in allen Fillen W ==1. Das ist sinnvoll; denn wenn die geforderte
Eigenschaft so selten ist, daB sie praktisch iiberhaupt nicht vorkommt, dann muf8 derjenige,
der sie besitzt, unbedingt der Vater sein.

Fiir p=1 fithren die Verfahren zu verschiedenen Ergebnissen.

Im Falle der Binomialmethode ergibt sich fiir alle # die Vaterschaftswahrscheinlichkeit
W =0. Das bedeutet: Bei einer Eigenschatt, die jeder besitzt, ist die Vaterschaftswahrschein-
lichkeit, fiir den einzelnen gleich 0, d.h. es kann keine Aussage gemacht werden, da jeder
Mann als Vater in Betracht kommen koénnte.
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Bei den anderen Verfahren wird W =0 erst fir n—oo. Dort wird von vornherein das
Verhiiltnis Viter: Nichtviter festgelegt als 1:1 bzw. 1:(n—1). Bei n==3 ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB ein zuféllig herausgegriffener Mann ein Vater ist, gleich % und bei n =4
gleich .

Stets gilt:

je kleiner p — desto grofer W,

d.h. je seltener eine Eigenschaft ist, desto besser ist sie zum positiven Vater-
schaftsbeweis geeignet.
Ferner gilt:
je groBer n — desto kleiner W,

d.h. je mehr Ménner benannt werden, desto schwieriger ist es, den wirklichen
Vater festzustellen.

Fir kleine Werte von p liegen die vergleichbaren Werte nahe beieinander,
fiir grofere Werte von p gilt das nicht mehr. Die angegebenen Verfahren sind
dann nicht ausreichend fiir einen positiven Vaterschaftsnachweis.

Zusatzliche Probleme tauchen auf, wenn mehrere Minner als Vater in Be-
tracht kommen (vgl. {3, 12]). Beim binomischen Verfahren besteht dann die
Moglichkeit, vgl. [11], nicht das p der Grundgesamtheit zu verwenden fiur die
geforderte uvE, sondern die nachgewiesenen Eigenschaften des Eventualvaters
zu beriicksichtigen und beispielsweise zwischen homozygoten und heterozygoten
Genen zu unterscheiden. Dann ergeben sich unterschiedliche Vaterschaftswahr-
scheinlichkeiten, die unter Umstinden dem Richter — sofern er noch weitere
Hinweise vorliegen hat — die Entscheidung erleichtern.
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